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1 Einflihrung: Basiskompetenz Zahlen und Operationen

Im Fokus von Lernstand 5 im Fach Mathematik steht der Kompetenzbereich ,,Zahlen und Operationen” der
KMK-Bildungsstandards fiir die Primarstufe (KMK, 2005). Arithmetische Basiskompetenzen, beispielsweise
ein tragfahiges Verstandnis von Rechenoperationen, Zahldarstellungen und Zahlbeziehungen, bilden eine
wichtige Voraussetzung fiir das Erlernen weiterflihrender mathematischer Inhalte in der Sekundarstufe (z. B.
Moser Opitz, 2013). Fehlen arithmetische Basiskompetenzen, so stellt dies eine Hiirde fiir das Weiterlernen
im Fach Mathematik dar (z. B. Humbach, 2008). Bei Lernstand 5 werden drei zentrale arithmetische Basis-
kompetenzen Uberpriift: die schriftlichen Rechenverfahren, das Operationsverstandnis und das Zahlver-

standnis.

Im Testbereich Schriftliche Rechenverfahren wird hierbei in Form eines Indikators riickgemeldet, ob Schiile-
rinnen und Schiiler bei der Anwendung der schriftlichen Verfahren bereits hinreichend sicher sind bzw. ob

noch Unsicherheiten beim schriftlichen Rechnen bestehen.

In den beiden Testbereichen Operationsverstandnis und Zahlverstandnis werden die Ergebnisse der Lern-
standsanalyse anhand von Stufenmodellen dargestellt. Diese Stufenmodelle basieren auf den KMK-
Bildungsstandards im Kompetenzbereich Zahlen und Operationen und wurden im Rahmen von Lernstand 5
unter der Beteiligung von Fachdidaktikexperten, Lehrkraften und Testtheoretikern entwickelt. Die Stufenmo-
delle beschreiben den Lernstand von Schiilerinnen und Schiilern inhaltlich detailliert in aufeinander aufbau-
enden Lernstandsstufen, die durch Aufgaben mit unterschiedlichen Schwierigkeitsanforderungen erfasst
werden. Kompetentere Schiilerinnen und Schiiler [6sen schwierigere Aufgaben mit hoherer Wahrscheinlich-
keit und erreichen somit einen hoheren Testwert, weshalb ihnen eine hohere Lernstandsstufe zugeordnet
wird. Die quantitativen Testwerte lassen sich mithilfe des jeweiligen Stufenmodells qualitativ einordnen. Die
Stufenbeschreibungen bilden dabei jeweils die zentralen Kompetenzen ab, Uber die die Schiilerinnen und
Schiiler bereits verfligen sollten, um die fiir die jeweilige Stufe charakteristischen Testaufgaben richtig zu
|6sen. Ausgehend von den Ergebnisriickmeldungen lasst sich schlieBlich ein passgenaues individuelles For-
derangebot ableiten (Schulz, Leuders & Rangel, 2017).

Nachfolgend werden die drei Testbereiche von Lernstand 5 im Fach Mathematik naher beschrieben und Hin-

weise zur Interpretation der Ergebnisriickmeldung gegeben.

2 Schriftliche Rechenverfahren

»Schriftliche Rechenverfahren sind Algorithmen, die sich der Stellenwertstruktur und mathematischer Ver-
kniipfungsgesetze (Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz) bedienen” (Schulz & Leuders, 2014,
S. 1115). Auf Basis einer fest vorgegebenen Abfolge von Rechenschritten werden die zu verrechnenden Zah-
len nicht mehr als Ganzes, sondern zerlegt in ihre einzelnen Ziffern verarbeitet. Insbesondere beim Rechnen
mit groBen Zahlen sparen schriftliche Verfahren damit kognitive Ressourcen, vereinfachen das Rechnen und
vermitteln Rechensicherheit. Darliber hinaus erméglichen sie einen Einblick in die Bedeutung von Algorith-

men als eine zentrale Leitidee in der Mathematik (Padberg & Benz, 2011).
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Der Indikator Schriftliche Rechenverfahren bei Lernstand 5 erfasst anhand von vier exemplarischen Aufgaben
pro Verfahren, ob Schiilerinnen und Schiiler sicher schriftlich subtrahieren, multiplizieren und dividieren kén-
nen. Die schriftliche Addition wird nicht getestet, da aufgrund von Voruntersuchungen davon auszugehen
ist, dass nur ein sehr geringer Anteil von Schiilerinnen und Schiilern am Ende der Grundschule hier Unsicher-

heiten aufweist.

Die Anforderungen der eingesetzten Aufgaben werden hierbei gezielt stufenweise variiert, um bei Unsicher-
heiten von Schiilerinnen und Schiilern Ansatze fiir eine anschliefende Fehleranalyse zu bieten. In wissen-
schaftlichen Untersuchungen hat sich gezeigt, dass die Schwierigkeit einer schriftlichen Rechenaufgabe — un-
abhangig vom Verfahren — vorrangig davon bestimmt wird, wie viele Ziffern beim Rechnen gleichzeitig im
Blick behalten werden miissen. So kénnen beim Verrechnen einmalig oder wiederholt Ubertrige, Behal-
tensziffern bzw. Reste entstehen, die beim nachsten Rechenschritt beriicksichtigt werden missen. Hierdurch
steigen die kognitiven Anforderungen beim Rechnen. Bei Lernstand 5 werden daher Aufgaben auf drei an-

steigenden Schwierigkeitsstufen eingesetzt:

Schwierigkeitsstufe 1: Einstellige Prozedur. Die Aufgabe ist durch reines ziffernweises Rechnen l6sbar, die
Beriicksichtigung von Ubertragen (Subtraktion), Behaltensziffern (Multiplikation) oder Teilquotientenbildun-

gen mit Rest (Division) ist nicht erforderlich.

Schwierigkeitsstufe 2: Einschrittig-mehrstellige Prozedur. An einer Stelle der Aufgabe wird ein Ubertrag (Sub-
traktion), eine Behaltensziffer (Multiplikation) oder eine Teilquotientenbildung mit Rest (Division) produziert.

Diese Schwierigkeit |6st sich jedoch beim nachsten Rechenschritt auf.

Schwierigkeitsstufe 3: Mehrschrittig-mehrstellige Prozedur. Ubertrage (Subtraktion), Behaltensziffern (Mul-
tiplikation) oder Teilquotientenbildungen mit Rest (Division) I6sen sich nicht auf, sondern treffen im nachsten
Rechenschritt auf eine nachfolgende Schwierigkeit (z. B. Ubertrag auf 0, 9 oder leere Stelle bzw. erneuter
Ubertrag, Behaltensziffer trifft auf 0 bzw. erneute Behaltensziffer, Notation einer stellenwertbelegenden 0
bzw. fortgesetzte Teilquotientenbildung mit Rest). Fir jedes Verfahren werden jeweils eine Aufgabe auf den
Schwierigkeitsstufen 1 und 2 sowie zwei Aufgaben auf Schwierigkeitsstufe 3 eingesetzt. Eine genaue Be-
schreibung aller Aufgabenmerkmale der eingesetzten Aufgaben pro Verfahren finden Sie im Abschnitt 4 der

»Anleitung zur Durchfiihrung und Auswertung”.

Hinweise zur Interpretation der Ergebnisriickmeldung: Indikator Schriftliche Rechenverfahren

Die Ergebnisse im Testbereich Schriftliche Rechenverfahren sind ein Indikator dafiir, wie sicher Schilerinnen
und Schiiler bei der Anwendung der schriftlichen Verfahren sind. Die Anwendung eines Verfahrens wird dann
als sicher betrachtet (Symbol ,,Haken”), wenn eine Schilerin bzw. ein Schiiler mindestens drei der vier Auf-
gaben pro Rechenverfahren richtig gel6st hat. Hierdurch ist sichergestellt, dass auch mindestens eine der
beiden Aufgaben auf der hochsten Schwierigkeitsstufe richtig gelost wurde. Werden hingegen lediglich die
Halfte oder weniger der vier Aufgaben pro Verfahren geldst, kann aufgrund der Testergebnisse nicht mehr

davon ausgegangen werden, dass das Verfahren sicher angewendet wird (Symbol ,,Lupe®).

Bei der Interpretation der Ergebnisse muss beachtet werden, dass Unsicherheiten bei der Anwendung eines

schriftlichen Rechenverfahrens nicht zwangslaufig auf tiefer gehende Verstandnisprobleme oder systemati-
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sche Fehler hindeuten. Vielmehr ist davon auszugehen, dass manchen Schiilerinnen und Schiilern zu Beginn

der Klasse 5 das Vorgehen bei einem schriftlichen Rechenverfahren nicht mehr prasent ist, jedoch nach einer

wiederholenden Erlduterung korrekt eingesetzt werden kann. In Bezug auf die Weiterarbeit mit den Ergeb-

nissen wird daher ein zweistufiges Verfahren vorgeschlagen: Bei Unsicherheiten sollte zunadchst das Verfah-

ren noch einmal in Erinnerung gerufen werden, bevor gegebenenfalls (iber weitere Unterstiitzungsmalinah-

men entschieden wird.

Die folgende Ubersicht, die sich auch in den Ergebnisriickmeldungen wiederfindet, fasst die Hinweise zur

Interpretation der Ergebnisse der Schriftlichen Rechenverfahren zusammen:

Lernstand

Forderhinweis

Q

Das schriftliche
Rechenverfahren
wird unsicher oder
nur teilweise sicher
angewendet.

In einem ersten Schritt sollte geprift werden, ob die Sicherheit beim schriftlichen
Rechnen wieder hergestellt werden kann, indem das Verfahren erneut in Erinnerung
gerufen wird.

Um bei weiterhin bestehenden Unsicherheiten fokussierte FordermaBnahmen an-
zuschlieRen, kdnnen die bei einzelnen Schiilerinnen und Schiilern auftretenden Feh-
lerarten tiefergehend analysiert und so individuelle Ursachen von moglicherweise
grundlegenden Schwierigkeiten identifiziert werden. Hierzu konnen Fehler in den
Schilerlésungen mithilfe der aufgefiihrten Aufgabenmerkmale (s. , Anleitung zur
Durchfiihrung und Auswertung”, Abschnitt 4) genauer untersucht werden. Zur ver-
tiefenden Diagnose und Forderung siehe beispielsweise Gerster (2012), Schulz &
Leuders (2015) sowie Selter, Prediger, Nihrenborger & HuBmann (2014).

Das schriftliche
Rechenverfahren
wird sicher
angewendet.

Weitergehende Fordermalinahmen zur Erhéhung der Sicherheit im schriftlichen
Rechnen sind nicht erforderlich. Produktive Ubungsformen (Weiterlern- und Trans-
fermdglichkeiten schaffen) kénnen jedoch dazu genutzt werden, um das Verstand-
nis und die Anwendung der schriftlichen Rechenverfahren weiter zu vertiefen, siehe
beispielsweise Padberg & Benz (2011) Radatz, Schipper, Droge & Ebeling (1999),
Schipper, Droge & Ebeling (2000) sowie Wittmann & Miiller (1999).

Auch eine Untersuchung von Mustern und Strukturen kann mithilfe schriftlicher Re-
chenverfahren geschehen. Dabei lassen sich schriftliche Rechenverfahren tiben und
festigen sowie weitergehend mathematische Zusammenhange entdecken, siehe
beispielsweise die Projekte KIRA! oder PIKAS?.

3 Operationsverstandnis

Als Operationsversténdnis wird bei Lernstand 5 die Fahigkeit von Schiilerinnen und Schiilern bezeichnet, Si-

tuationen (d. h. Beschreibungen, Handlungen, Bilder, Texte) in passende Rechenoperationen zu lbersetzen

1 http://kira.dzlm.de/131

2 https://pikas.dzlm.de/node/712; dort ,Material fur die Lernenden”
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und umgekehrt zu Operationen passende Situationen zu finden. Das Verstandnis fir die Bedeutung von Ope-
rationen zeigt sich also nicht in einem fehlerfreien Anwenden von Rechenverfahren3, sondern darin, dass

Schilerinnen und Schiiler wissen, in welcher Situation welche Operation angemessen ist.

Bei einer solchen Ubersetzung von Situationen in Operationen greifen Schiilerinnen und Schiiler auf so ge-
nannte Grundvorstellungen zurick, d. h. intuitive inhaltliche Vorstellungen, die von den Schiilerinnen und
Schiilern gedanklich mit mathematischen Operationen in Verbindung gebracht werden. So ist beispielsweise
die Operation ,+“ mit Vorstellungen des Zusammenfiigens und des Hinzufligens verbunden. Die Operation
,— wird hingegen beispielsweise mit Grundvorstellungen des Wegnehmens und des Erganzens in Verbin-

dung gebracht.

Bei komplexeren Situationen — beispielsweise, wenn die Beziehungen zwischen den gegebenen Zahlen nicht
unmittelbar erkennbar sind oder bestimmte enthaltene Informationen zunachst als irrelevant erkannt wer-
den missen —koénnen Schilerinnen und Schiiler nicht direkt eine Grundvorstellung anwenden, sondern ms-
sen zunachst die vorliegende Situation strukturieren und in eine vereinfachte Situationsvorstellung liberset-

zen.

Die nachfolgende Grafik verdeutlicht noch einmal die Rolle der beiden Ubersetzungsprozesse ,Situation

strukturieren“ und ,Grundvorstellung anwenden” beim Operationsverstandnis.

Operationsverstandnis

Situation Ubersetzungsprozesse Mathematik
Y R
 ting. vereinfachle Operationen
Bild 9 - — > Situations- {— —> pTerme
Text vorstellung Ergebnisse
N W

Hinweise zur Interpretation der Ergebnisriickmeldung: Lernstandsstufen Operationsverstindnis

Lernstand 5 erfasst das Operationsverstandnis der Schilerinnen und Schiiler auf drei Lernstandsstufen. Auf-
grund des unterschiedlichen Forderbedarfs wird die untere Stufe hierbei zusatzlich in Stufe 1a und 1b aus-

differenziert. Die Lernstandsstufen zum Operationsverstandnis werden nachfolgend naher erldutert.

Hierbei gilt es zu bertlicksichtigen, dass die Stufenbeschreibungen jeweils die charakteristischen Merkmale
dieser Stufe hervorheben, es sich hierbei jedoch um keine umfassende Zusammenstellung aller Kompeten-

zen auf der Stufe handeln kann.

3 Dietechnische Komplexitdt der reinen Rechenschritte der Aufgaben zur Erfassung des Operationsverstandnisses wurde aus diesem
Grund bewusst konstant niedrig gehalten. Zur Messung der korrekten Anwendung schriftlicher Rechenverfahren wird bei Lern-
stand 5 der Testbereich Schriftliche Rechenverfahren verwendet.
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Schiilerinnen und Schiiler, die einer bestimmten Stufe zugeordnet werden, befinden sich auf dem Weg zur

Erreichung der stufenspezifischen Kompetenzen, beziiglich mancher Teilaspekte der Stufe sind sie jedoch

noch unsicher. Eine anschlieBende Férderung sollte demnach die Anforderungen der Stufe aufgreifen, auf

der die jeweiligen Schiilerinnen und Schiiler stehen, und so die zugehorigen Kompetenzen festigen und er-

weitern (s. Spalte ,Forderhinweis”). In Bezug auf die beschriebenen Kompetenzen der darunter liegenden

Stufen verfiigen die Schilerinnen und Schiiler hingegen bereits liber eine hohe Sicherheit.

Stufe

1a

Lernstand

Forderhinweis und -material

Einfachste Operationen bei klar strukturierten Situationen ver-
stehen

Schiilerinnen und Schiler kénnen auf einfachste Grundvorstellun-
gen zur Addition, Subtraktion und Multiplikation bei der Uberset-
zung einer klar strukturierten Situation in eine einschrittige Re-
chenoperation zuriickgreifen. Diese Grundvorstellungen beziehen
sich auf konkret fassbare Operationen, so dass Realerfahrungen
(beispielsweise Hinzufligen oder Wegnehmen von Objekten) ge-
nutzt werden kdnnen.

Die Ubersetzung der dargestellten Situation in eine Operation wird
haufig durch passende Signalworter erleichtert, die auf bestimmte
Operationen hinweisen (z. B. ,zusammen” fir die Addition oder ,,3-
mal“ fiir die Multiplikation). Die Situation ist unmittelbar verstand-
lich und muss nicht weitergehend strukturiert werden, so sind die
Werte beispielsweise in der Rechenreihenfolge angegeben (z. B.
»von funf drei abgeben” statt ,,drei von fiinf abgeben®).

Zur Addition werden beispielsweise die Grundvorstellungen des Zu-
sammenfiligens zweier gegebener Werte sowie des Hinzufligens ei-
nes gegebenen zweiten Werts zu einem Ausgangswert genutzt.

Im Bereich der Subtraktion gelingt die Nutzung der Grundvorstel-
lung des Wegnehmens eines bestimmten Wertes von einem Aus-
gangswert.

Zur Multiplikation werden Grundvorstellungen der schrittweisen
Addition oder der raumlichen wiederholten Anordnung eines gege-
benen Wertes genutzt.

Grundvorstellungen im Bereich der Division konnen auf diesem Ni-
veau noch nicht hinreichend sicher genutzt werden.

Grundvorstellungen zur Addition, Sub-
traktion und Multiplikation sollen auf-

gebaut werden.

Hierbei wird zundchst eine vertiefende
Diagnose mithilfe der Standortbestim-
mungen in ,,N3A — Ich kann Additions-
und Subtraktions-Aufgaben zu Situa-
tionen finden und umgekehrt“ und
,N4A —Ich kann Multiplikations-Aufga-
ben zu Situationen finden und umge-
kehrt“ aus ,Mathe sicher kénnen” 4
empfohlen. Diese Materialien haben
sich zur zielgerichteten Forderung in
Kleingruppenarbeit bewahrt, sind aber
auch im Klassenunterricht oder in der
Einzelférderung nutzbar (Selter et al.,
2014,S.7).

Zur Verknipfung von Inhaltsbereichen
aus dem Operations- und Zahlver-
standnis bietet sich das Férdermodul
,Zahlbeziehungen erkennen und nut-
zen am Beispiel der Division” an. Dieses
Férdermodul steht im Online-Portal

zur Verfugung.

4 http://mathe-sicher-koennen.dzlm.de/002
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Lernstand

Forderhinweis und -material

Elementare Operationen verstehen

Schiilerinnen und Schiiler konnen auf elementare Grundvorstellun-
gen zu den vier Grundrechenarten bei der Ubersetzung einfacher
Problemstellungen in einschrittige Rechenoperationen zuriickgrei-
fen. Die Situationen beziehen sich dabei nicht nur auf Anzahlen und
GroBen konkret vorliegender Objekte, sondern zunehmend auf
abstrakte Beziehungen zwischen GrofRen oder Zahlen, z. B. Unter-
schiede im Gewicht.

Signalworter oder die Reihenfolge der genannten Werte kénnen
nicht mehr durchgangig als Hinweis auf passende Operationen ge-
nutzt werden. Daher muss vor der Aktivierung einer Grundvorstel-
lung zunehmend eine einfache gedankliche Strukturierung der dar-
gestellten Situation erfolgen.

Zur Addition und Subtraktion werden beispielsweise Grundvorstel-
lungen des Erganzens genutzt, um Vergleiche zwischen Mengen
oder GréRen durchzufihren.

Bei der Multiplikation werden Grundvorstellungen der wiederhol-
ten Addition auch in Situationen genutzt, in denen Proportionalita-
ten zwischen Mengen oder GréRen beachtet werden missen.

Zur Division werden Grundvorstellungen des Aufteilens bzw. Ver-
teilens einer gegebenen Menge genutzt.

Grundvorstellungen zur Multiplikation

und Division sollen aufgebaut werden.

Hierbei wird zundchst eine vertiefende
Diagnose mithilfe der Standortbestim-
mung in ,N4A — Ich kann Multiplikati-
ons-Aufgaben zu Situationen finden
und umgekehrt” und spater mithilfe
der Standortbestimmung in ,,N4B — Ich
kann Divisionsaufgaben zu Situationen
finden und umgekehrt” aus ,,Mathe si-
cher kénnen” empfohlen. Diese Mate-
rialien haben sich zur zielgerichteten
Forderung in Kleingruppenarbeit be-
wahrt, sind aber auch im Klassenunter-
richt oder in der Einzelférderung nutz-
bar (Selter et al., 2014, S. 7).

Zur Verknipfung von Inhaltsbereichen
aus dem Operations- und Zahlver-
stdndnis bietet sich das Férdermodul
,Zahlbeziehungen erkennen und nut-
zen am Beispiel der Division” an. Dieses
Fordermodul steht im Online-Portal

zur Verfligung.

Verkniipfte bzw. mehrschrittige Operationen verstehen

Schiilerinnen und Schiiler kdnnen verschiedene Grundvorstellun-
gen zu den vier Grundrechenarten miteinander verknipfen, um
auch Situationen, die ein mehrschrittiges Vorgehen erfordern, in
Rechenoperationen zu libersetzen.

Die dargestellte Situation muss stets in einem ersten Schritt ge-
danklich strukturiert und vereinfacht werden. So missen die vor-
gegebenen Zahlen oder GroRen zundchst zueinander in Beziehung
gesetzt oder relevante von irrelevanter Information getrennt wer-
den. Oberflachliche Informationen wie Signalworter und die Rei-
henfolge der vorgegebenen Werte bieten keine Hinweise auf die
passende Operation.

Zur Addition, Subtraktion und Multiplikation gelingt die Uberset-
zung von Situationen, bei denen Grundvorstellungen Uber ein
schrittweises Vorgehen miteinander verknipft werden missen.

Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division werden auch in
komplexeren und mehrschrittigen Situationen angewendet. Hierzu
gehoren auch Situationen mit komplexeren proportionalen Zusam-
menhangen, die erst geeignet strukturiert werden missen.

Dariber hinaus werden bei der Division Situationen bewaltigt, die
eine Grundvorstellung zum Aufteilen mit Rest bendtigen.

Die Sicherheit in der Anwendung und
Verknipfung von Grundvorstellungen

soll weiter ausgebaut werden.

Fir eine stufenspezifische Forderung
im kooperativen Klassenunterricht eig-
nen sich z. B. die Aufgabenstellungen
zu Stufe 2 in den Férdermodulen zum

Operationsverstandnis.

Zur Verkniipfung von Inhaltsbereichen
aus dem Operations- und Zahlver-
standnis bietet sich das Férdermodul
,Zahlbeziehungen erkennen und nut-
zen am Beispiel der Division” an. Diese
Férdermodule stehen im Online-Portal

zur Verfugung.
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Lernstand

Forderhinweis und -material

Operationen bei komplexen und problemhaltigen Situationen
verstehen und flexibel anwenden

Schiilerinnen und Schiiler kénnen flexibel Grundvorstellungen zu
den vier Grundrechenarten aktivieren und miteinander verkniip-
fen, um Situationen von ausgepragter Komplexitat und Problem-
haltigkeit in mehrschrittige Rechenoperationen zu Gbersetzen.

Zur Ubersetzung muss hierbei der Lésungsweg jeweils neu konstru-
iert werden, da die mathematische Struktur der vorliegenden Si-
tuationen in der Regel nicht vertraut ist.

Zu allen vier Grundrechenarten gelingt die Ubersetzung von Situa-
tionen, die unterschiedliche Grundvorstellungen miteinander ver-
kntpfen. Die Verkettung der einzelnen Rechenschritte ergibt sich
hierbei erst iber eine gedankliche Konstruktion der Situation und
kann nicht durch ein schrittweises Vorgehen geltst werden.

Das bereits sichere Operationsver-
standnis kann durch Aufgabenstellun-
gen mit hohem Problemlésegehalt
weiterentwickelt und geférdert wer-

den.

Firr eine stufenspezifische Forderung
im kooperativen Klassenunterricht eig-
nen sich z. B. die Aufgabenstellungen
zu Stufe 3 in den Férdermodulen zum

Operationsverstandnis.

Zur Verknipfung von Inhaltsbereichen
aus dem Operations- und Zahlver-
stdndnis bietet sich das Férdermodul
,Zahlbeziehungen erkennen und nut-
zen am Beispiel der Division” an. Diese
Férdermodule stehen im Online-Portal

zur Verfugung.
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(Beispiel-Testaufgaben zur Subtraktion)
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Die nachfolgende Grafik dient der lllustration zentraler Grundvorstellungen und Anforderungen der Stufen

anhand von beispielhaften Testaufgaben zur Subtraktion.

Stufe 3:
Operationen bei komplexen und problemhaltigen
Situationen verstehen und flexibel anwenden

Lena und Sonja haben zusammen 40 CDs.
Sonja hat 6 CDs mehr als Lena.

Wie viele CDs hat Lena? Schreibe dein Ergebnis auf.

Ergebnis: CDs

Beispiel: Verkniipfungen von Operationen
bei problemhaltigen Situationen

Verknipfung von Grundvorstellungen in
einer Situation von ausgepragter Komple-
xitdt und Problemhaltigkeit

kein routinemaRiges Verfahren einsetz-
bar, Lésungsweg muss neu konstruiert
werden

Stufe 2:
Verkniipfte bzw. mehrschrittige Operationen verstehen

Timo will mit Bauklétzen 10 gleiche 8-er-Ttirme bauen.
In seiner Kiste sind 62 Bauklstze.

Wie viele Bauklstze fehlen ihm noch? Schreibe dein Ergebnis auf.

Beispiel: Verkniipfung Subtraktion/
Multiplikation

Verknipfung von Grundvorstellungen zur
Multiplikation und Subtraktion tber
schrittweises Vorgehen

Gedankliche Strukturierung der vorgege-
benen Information notwendig, vorgege-

Ergebnis: Bauklstze . . .
bene Zahlen miissen erst zueinander in
Beziehung gesetzt werden
Stufe 1b: Beispiel: Grundvorstellung , Erganzen”

Elementare Operationen verstehen

Ralf hat 37 Euro gespart.
Er méchte sich ein Skateboard fir 69 Euro kaufen.

Wie viel Euro fehlen ihm noch? Schreibe deine Rechnung auf.

Rechnung:

Stufe 1a:
Einfachste Operationen bei klar strukturierten
Situationen verstehen

Grundvorstellung ,,Ergdnzen”: Subtraktion
muss als passende Operation fur , Auffill-
vorgang” (Umkehrung zur Addition) ver-
standen werden

Darstellung der Zahlen folgt nicht der zu
verarbeitenden Reihenfolge, einfache ge-
dankliche Strukturierung muss erfolgen

Luca hat 8 Bonbons. Er gibt 3 davon ab.
Wie viele Bonbons hat er dann noch? Schreibe deine Rechnung auf.

Rechnung:

Beispiel: Grundvorstellung ,Wegnehmen“

,Wegnehmen“: Nahe zur Realerfahrung
(Abgeben von Objekten)

Darstellung der Zahlen entspricht zu ver-
arbeitender Reihenfolge, Signalwort ,,ab-
geben” erleichtert Auswahl korrekter
Grundvorstellung
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4 Zahlverstandnis

Als Zahlversténdnis wird bei Lernstand 5 die Fahigkeit von Schiilerinnen und Schiilern bezeichnet, mit natir-

lichen Zahlen in unterschiedlichen Zahldarstellungen im Millionenraum umzugehen.

Zum Zahlen und Erfassen von Mengen miussen Schillerinnen und Schiiler zunachst von grundlegenden Zahl-
aspekten Gebrauch machen. Dabei verwenden sie Zahlen zum Zahlen und Ordnen (,,zehn, elf, zwdlf“, ,der
dritte Platz” — Ordinalzahlaspekt) und zum Beschreiben von Mengen durch Zusammenfiigen und Zerlegen
(,7 kann sich aus 5 und 2 zusammensetzen, aber auch aus 4 und 3“ — Kardinalzahlaspekt). Dies nutzen sie
beim Kopfrechnen, beim halbschriftlichen oder schriftlichen Rechnen (,,das Zehnfache von 2 ist 20“, ,,125 +
37 = 162" — Rechenzahlaspekt).

Aufbauend auf diesen unterschiedlichen Zahlaspekten entwickeln sich drei miteinander verbundene Berei-
che des Zahlverstandnisses, die bei Lernstand 5 im Fokus stehen: das flexible Nutzen des Stellenwertsystems,

das Erkennen und Nutzen von Zahlbeziehungen und das Interpretieren verschiedener Zahldarstellungen.

Die nachfolgende Grafik verdeutlicht noch einmal die unterschiedlichen Bereiche des Zahlverstandnisses:

bildlich

«——| symbolisch

verbal

Zahldarstellungen

interpretieren

.
=
w
4
C Zahlverstandnis ) g
E
@
QO
=]
o
(9)]

Stellenwertsystem Zahlbeziehungen
nutzen erkennen und nutzen

Mengen erfassen

Zahldarstellungen interpretieren. Schilerinnen und Schiler wechseln flexibel zwischen verschiedenen Zahl-
darstellungen und veranschaulichen Zahlen und Rechnungen. Verwendung finden bildliche Zahldarstellun-
gen (z. B. Hunderterquadrate, Zehnerstangen und Einerwiirfel, Zahlenstrahl) sowie unterschiedliche symbo-
lische Darstellungen (z. B. Stellenwerttafel, auch mit Plittchen, Ziffernschreibweise). Bei der Ubersetzung
zwischen verbaler und symbolischer Darstellung miissen sie unterschiedliche Reihenfolgen der Stellenwerte

beachten (z. B. 132 = ,einhundertzweiunddreifig”, sog. Zehnerinversion).
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Das Stellenwertsystem nutzen. Schilerinnen und Schiiler verstehen das Bauprinzip des dekadischen Stellen-
wertsystems, bei dem der Wert einer Ziffer von ihrer Stelle abhdangt und systematisch in Zehnereinheiten
gebindelt wird. Sie missen diese Prinzipien beim Rechnen anwenden wie beim Biindeln oder Entbilindeln
einzelner oder mehrerer Stellenwerte (z. B. erfordert 2000 — 30 die Entblindelung der Tausender und Hun-

derter).

Zahlbeziehungen erkennen und nutzen. Schiilerinnen und Schiiler erkennen vielfaltige Beziehungen zwischen
Zahlen (z. B. Vorganger und Nachfolger, Abstdnde, Zahlzerlegungen, Vielfache und Teiler, ...) und nutzen
diese kreativ und flexibel fir Rechenoperationen (z. B. die Ndhe zu Stellenwertlibergdngen bei der Aufgabe
602 — 599, gleichsinniges Verdandern 41 — 16 = 40 — 15). Sie nutzen additive Zahlzerlegungen (z. B. Welche der
Zahlen liegt am nachsten an der 4500: 4010, 4090, 4900 oder 50107?) und multiplikative Zahlbeziehungen mit
Zehnerstufen (z. B. Ergdnze die Rechnung mit der richtigen Anzahl an Nullen: 10 - 30___ =300 000.).
Mittels Vorstellungen zu ZahlgréRen kénnen Schiilerinnen und Schiiler Uberschlagsrechnungen und Kontroll-

rechnungen durchfiihren (z. B. 486: 5 ist kleiner als 100).

Hinweise zur Interpretation der Ergebnisriickmeldung: Lernstandsstufen Zahlverstandnis

Lernstand 5 erfasst das Zahlverstandnis der Schiilerinnen und Schiiler auf drei Lernstandsstufen. Aufgrund
des unterschiedlichen Férderbedarfs wird die mittlere Stufe hierbei zusatzlich in Stufe 2a und 2b ausdifferen-
ziert. Die Lernstandsstufen zum Zahlverstandnis werden nachfolgend naher erldutert. Hierbei gilt es zu be-
ricksichtigen, dass die Stufenbeschreibungen jeweils die charakteristischen Merkmale dieser Stufe hervor-
heben, es sich hierbei jedoch um keine umfassende Zusammenstellung aller Kompetenzen auf der Stufe han-

deln kann.

Schiilerinnen und Schiiler, die einer bestimmten Stufe zugeordnet werden, befinden sich auf dem Weg zur
Erreichung der stufenspezifischen Kompetenzen, beziiglich mancher Teilaspekte der Stufe sind sie jedoch
noch unsicher. Eine anschlieBende Férderung sollte demnach die Anforderungen der Stufe aufgreifen, auf
der die jeweiligen Schilerinnen und Schiiler stehen, und so die zugehorigen Kompetenzen festigen und er-
weitern (s. Spalte ,Forderhinweis”). In Bezug auf die beschriebenen Kompetenzen der darunter liegenden

Stufen verfligen die Schiilerinnen und Schiiler hingegen bereits (iber eine hohe Sicherheit.
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Lernstand

Forderhinweis und -material

Mit einzelnen Stellenwerten umgehen

Schilerinnen und Schiiler kénnen bei Zahldarstellungen
einzelne Stellenwerte identifizieren und diese in eine
andere Zahldarstellung Gbertragen. Jeder Stellenwert
wird dabei jeweils isoliert bearbeitet, es treten keine
Stellenwertlibergdnge auf, die ein Blindeln bzw. Ent-
blindeln notwendig machen.

Beispielsweise kdnnen Schiilerinnen und Schiiler Uber-
setzungen zwischen bildlichen Zahldarstellungen, un-
terschiedlichen symbolischen Darstellungen und der
Zifferndarstellung vornehmen. Zahlen im Tausender-
raum konnen sie in Zahlworter tGbertragen und am Zah-
lenstrahl durch einfache Verfeinerung der Skalierung
verorten.

Die Zahlen bewegen sich liberwiegend im niedrigen (bis
flnfstelligen) Zahlenraum oder enthalten nur einzelne
nicht besetzte Stellen bzw. Nullen.

Das (grundlegende) Verstandnis von Stellenwerten

soll aufgebaut werden.

Flr eine stufenspezifische Férderung im Klassenunter-
richt eignet sich das Material zu Stufe 1 aus dem Fo6r-
dermodul zum Zahlverstandnis ,Stellenwerte festigen
und vertiefen”, das (fur alle Stufen) im Online-Portal

zur Verflgung steht.

Bei grundlegenden Schwierigkeiten wird eine vertie-
fende Diagnose empfohlen, z. B. mit Hilfe der Stand-
ortbestimmungen in ,N1A — Ich kann Zahlen mit Ma-
terial lesen und darstellen” aus ,Mathe sicher kon-
nen”. Hieran anschlieBen kénnen sich gegebenenfalls
die bei Stufe 2a genannten Standortbestimmungen
N1B sowie N2A — N2C.

Die ,Mathe sicher konnen“-Materialien haben sich
zur zielgerichteten Férderung in Kleingruppenarbeit
bewahrt, sind aber auch im Klassenunterricht oder in
der Einzelférderung nutzbar (Selter et al., 2014, S. 7).

Erganzend kann zur Verkniipfung von Inhaltsberei-
chen aus dem Operations- und Zahlverstandnis das
Fordermodul ,,Zahlbeziehungen erkennen und nutzen
am Beispiel der Division” (auf allen Stufen) eingesetzt

werden. Dieses steht im Online-Portal zur Verfigung.

Beziehungen zwischen Stellenwerten erkennen und
nutzen

Schiilerinnen und Schiiler kdnnen Stellenwerte in Bezie-
hung zueinander betrachten, beispielsweise beim Zer-
legen, Zusammenfiigen oder Vergleichen von Zahlen
und einzelne Stellenwertlibergange bericksichtigen.

So kénnen sie bei Ubersetzungen zwischen unter-
schiedlichen Zahldarstellungen Stellen zunachst ordnen
und mehrere nicht besetzte Stellen beriicksichtigen. Sie
kénnen Zahlworter in Zahlen Gbersetzen und hierbei die
Zehnerinversion berticksichtigen.

Schilerinnen und Schiiler kénnen ihr Verstandnis des
Stellenwertsystems nutzen, um Zahlen schrittweise zu
erhéhen oder verkleinern (z. B. in Tausenderschritten
mit Zehntausenderiibergang) und hierbei einfache Blin-
delungen bzw. Entblindelungen vornehmen.

Sie kdnnen Zahlbeziehungen erkennen und Zahlen ad-
ditiv zerlegen, wenn sie z. B. im Tausenderraum Ab-
stande und Differenzen zwischen Zahlen vergleichen.

Der sichere Umgang mit Stellenwerten (insbesondere
Bindeln bzw. Entblindeln) soll weiter gefestigt wer-

den.

Flr eine stufenspezifische Férderung im Klassenunter-
richt eignet sich das Material zu Stufe 2 aus dem For-
dermodul zum Zahlverstandnis ,Stellenwerte festigen
und vertiefen®, das im Online-Portal zur Verfiigung
steht.

Ergdnzend konnen Materialien von ,Mathe sicher
kénnen”“ eingesetzt werden, beispielsweise ausge-
hend von einer vertiefenden Diagnose mithilfe der
Standortbestimmungen in ,N1B — Ich kann biindeln
und entbindeln” sowie in ,N2A — Ich kann Zahlen am
Zahlenstrahl lesen und darstellen”, ,,N2B — Ich kann
Zahlen miteinander vergleichen und der GréRe nach
ordnen”, ,,N2C—Ich kann zu Zahlen Nachbarzahlen an-

geben und in Schritten zahlen”.

Ergdnzend kann zur Verkniipfung von Inhaltsberei-
chen aus dem Operations- und Zahlverstandnis das
Fordermodul ,Zahlbeziehungen erkennen und nutzen
am Beispiel der Division” (auf allen Stufen) eingesetzt

werden. Dieses steht im Online-Portal zur Verfligung.
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Forderhinweis und -material

Komplexe Beziehungen zwischen Stellenwerten be-
riicksichtigen und Vorstellungen zu ZahlgroRen nutzen

Schiilerinnen und Schiiler kénnen in unterschiedlichen
Zahldarstellungen mit mehreren Stellenwerten zu-
gleich umgehen und dabei mehrere Eigenschaften von
Zahlen (z. B. ZahlgréRe, Anzahl von Stellen) in den Blick
nehmen oder mehrfach Biindelungen oder Entblinde-
lungen vornehmen.

So operieren sie beim Arbeiten mit unterschiedlichen
Zahldarstellungen flexibel mit verschiedenen Biinde-
lungen (z. B. 16 Zehner, 60 Hunderter) und greifen da-
bei auf ihr Verstandnis des Stellenwertsystems zurick.

Schilerinnen und Schiiler kbnnen Produkte aus Stufen-
zahlen (mit einer oder mehreren Endnullen) verglei-
chen bzw. vervollstiandigen und dabei einfache multi-
plikative Zerlegungen der Zahlen erkennen bzw. vor-
nehmen.

Vorstellungen zu ZahlgrofRen kénnen genutzt werden,
um die Wirkung einfacher Rechenoperationen (z. B.
Tausenderzahl durch Einerzahl oder Division durch
Stufenzahlen) auf die Stellenzahl des Ergebnisses abzu-
schatzen.

Sicherheit und Flexibilitdt im Umgang mit dem Stel-
lenwertsystem sowie in Bezug auf Vorstellungen zu

ZahlgroRen soll weiter ausgebaut werden.

Flr eine stufenspezifische Forderung im Klassenun-
terricht eignet sich das Material zu Stufe 2 aus dem
Fordermodul zum Zahlverstandnis ,Stellenwerte fes-
tigen und vertiefen®, das (fur alle Stufen) im Online-

Portal zur Verfligung steht.

Zusatzliche geeignete Aufgaben (z. B. in Form von
Rechenkonferenzen) kénnen beispielsweise dem
,Handbuch fiir den Mathematikunterricht. 4. Schul-
jahr” (Schipper, Drége & Ebeling, 2000, S. 72ff.) ent-

nommen werden.

Erganzend kann zur Verkniipfung von Inhaltsberei-
chen aus dem Operations- und Zahlverstdandnis das
Fordermodul ,Zahlbeziehungen erkennen und nut-
zen am Beispiel der Division” (auf allen Stufen) ein-
gesetzt werden. Dieses steht im Online-Portal zur

Verfligung.

Zahlen bei komplexen und problemhaltigen Situatio-
nen verstehen und flexibel mit Zahlen umgehen

Schilerinnen und Schiiler kdnnen bei problemhaltigen
Situationen mit Stellenwerten mehrschrittig und flexi-
bel mit Zahlen umgehen und das Zahlverstandnis zur
Abschatzung komplexer Rechenoperationen nutzen.

Sie kénnen komplexe Problemstellungen bewaltigen,
bei denen mehrere Zahleigenschaften (z. B. ZahlgroRe,
Anzahl von Stellen, Teilbarkeit) systematisch analysiert
werden miussen, auch bei gleichzeitigem Wechsel zwi-
schen unterschiedlichen Zahldarstellungen.

Schiilerinnen und Schiiler kénnen Wirkungen von Re-
chenoperationen losgelost von konkreten Zahlen ab-
schatzen und Zahlbeziehungen fiir Rechenvorteile nut-
zen (z. B. durch gleichsinniges Verandern). Sie kénnen
Rechenergebnisse auch im hohen Zahlenraum uber-
schlagen.

Geschicktes Rechnen und anspruchsvolles Uber-

schlagen kénnen weiter ausgebaut werden.

Fur eine stufenspezifische Forderung im Klassenun-
terricht eignet sich das Material zu Stufe 3 aus dem
Fordermodul zum Zahlverstandnis ,Stellenwerte fes-
tigen und vertiefen”, das (fir alle Stufen) im Online-

Portal zur Verfligung steht.

AuBerdem kann beispielsweise mit sogenannten
,Fermi-Aufgaben” (z. B. beim Projekt PIKASS) gear-

beitet werden.

Ergdnzend kann zur Verknlipfung von Inhaltsberei-
chen aus dem Operations- und Zahlverstdandnis das
Fordermodul ,Zahlbeziehungen erkennen und nut-
zen am Beispiel der Division” (auf allen Stufen) ein-
gesetzt werden. Dieses steht im Online-Portal zur

Verfligung.

5 http://pikas.dzlm.de/upload/Material/Haus 7 - Gute - Aufgaben/IM/Informationstexte/H7 IM Fermi-Aufgaben.pdf
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Lernstand 5

Die nachfolgende Grafik dient der Illustration zentraler Anforderungen der Stufen anhand von beispielhaften

Testaufgaben.

Stufe 3:
Zahlen bei komplexen und problemhaltigen Situationen
verstehen und flexibel mit Zahlen umgehen

HT zT T H 4 E

Lege 10 Plattchen in die Stellenwerttafel.
Schreibe die kleinste 6-stellige Zahl auf, die du legen kannst.

Stufe 2b:

Komplexe Beziehungen zwischen Stellenwerten
beriicksichtigen und Vorstellungen zu ZahlgroRen
nutzen

Beispiel: Mehrere Zahleigenschaften

beriicksichtigen in Kombination mit Darstel-

lungswechsel

e Zahl muss unter gleichzeitiger Beachtung
von Bedingungen bzgl. moglicher Ziffern,
ZahlgroRe, Stellenzahl gebildet werden

e Ergebnis muss in Zahl Gbersetzt werden

» flexibles Operieren mit Stellenwerten und
systematische Analyse von Zahleigen-
schaften erforderlich

T H 4 E

Welche Zahl entsteht, wenn man ein Plattchen von Z nach H verschiebt?

0O 10089 0O 91089 0O 10989 O 91989

Beispiel: Veranderung in Stellenwerttafel

als Rechenoperation interpretieren

* beide Effekte der Rechenoperation mis-
sen erkannt werden (-10 + 100)

e Ergebnis der Rechenoperation muss in
Zahl Gibersetzt werden

e zwei Bindelungsschritte miissen vorge-
nommen werden (H und T)

Stufe 2a:
Beziehungen zwischen Stellenwerten erkennen und
nutzen

Starte mit der Zahl 62 190.

Zahle in Tausenderschritten rtickwarts.
Welches sind dann die néchsten drei Zahlen?

62 190

Stufe 1:
Mit einzelnen Stellenwerten umgehen

Beispiel: Zahlen schrittweise riickwarts ver-

kleinern

* Schrittweises Verkleinern in Tausender-
schritten erfordert gleichzeitige Beach-
tung von Tausender- und Zehntausender-
stelle der vorgegebenen Zahl

¢ ein Entbindelungsschritt muss vorgenom-
men werden (ZT)

Zeichne wie im Beispiel das passende Bild zur angegebenen Zahl.

Zahl Bild

« | OOdole

352

Beispiel:
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Beispiel: Ubersetzung Zifferndarstellung in

bildliche Zahldarstellung

e jeder einzelne Stellenwert der vorgegebe-
nen Zahl kann bei der Ubersetzung in die
bildliche Darstellung isoliert bearbeitet
werden

* niedriger, dreistelliger Zahlenraum, keine
unbesetzten Stellen zu beachten
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